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Predgovor

Gradivo v tej zbirki zajema vaje, zglede in zapise iz tematskih sklopov, s katerimi so se na Fakulteti
za matematiko in fiziko Univerze v Ljubljani srečali študentje druge stopnje bolonjskega študija pri
predmetu Atomska fizika v šolskih letih 2015/16 in 2017/18. Opozoriti velja, da je zbiranje gradiva še
v teku in da so v zbirki zagotovo napake, nerodnosti in nedoslednosti, ki mi jih še ni uspelo odpraviti.
Vseeno upam, da bo zbirka študentom bolj v pomoč kot v breme.

Andrej Mihelič Ljubjana, januar 2018

Ključne besede: atomska fizika, večelektronski atomi, Hartree-Fockov približek, atomi v zunanjih
poljih
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Poglavje 1

Večelektronski atomi

1.1 Uvod

Aproksimacijske metode za obravnavo večeletronksih atomov so izčrpno opisane v knjigah R D. Co-
wana The theory of atomic structure and spectra [1] ter I. Lindgrena in J. Morrisona Atomic many-
body theory [2].

1.1.1 Model neodvisnih delcev

Izračun dvo- ali večdelčne valovne funkcije je danes brez uporabe približkov praktično izvedljiv le pri
atomih z majhnim številom elektronov (z dvema ali največ s tremi). Tudi tedaj je na primer eksaktna,
neperturbativna obravnava časovno odvisne Schrödingerjeve enačbe omejena na časovne skale nekje
do 10 ali 15 fs, kadar so za natančen opis problema potrebna visoka vzbujena vezana stanja ali
kontinuumska (nelokalizirana) stanja. V atomski fiziki se zato pri obravnavi stanj večelektronskih
atomov uporabljajo različni približki. Enega takšnih približkov predstavlja model neodvisnih delcev.
Temelji na vpeljavi povprečnega potenciala u(rrri), s katerim opǐsemo povprečno interakcijo izbranega,
i-tega elektrona s preostalimi elektroni. Hamiltonov operator večelektronskega atoma zapǐsemo na
naslednji način:

H = H0 + Ves =
∑
i

(
− ∇

2
i

2
− Z

ri

)
+

1

2

∑
i 6=j

1

rij
(1.1.1)

H0 =
∑
i

h0,i =
∑
i

(
− ∇

2
i

2
− Z

ri
+ u(rrri)

)
, (1.1.2)

Ves =
1

2

∑
i 6=j

1

rij
−
∑
i

u(rrri). (1.1.3)

Z vpeljavo potenciala u(rrri) gibanje posameznih elektronov razklopimo. Približni Hamiltonov operator
H0 pri tem opisuje povprečno interakcijo elektronov z jedrom in ostalimi elektroni, motnja Ves pa
opisuje odstopanje od modela neodvisnih delcev. Celotno, N -delčno valovno funkcijo lahko zapǐsemo
kot antisimetrizirani produkt enodelčnih valovnih funkcij φa1 , . . . , φaN ,

Φ(rrr1, σ1, . . . , rrrN , σN )

= A φa1(rrr1, σ1) · · ·φaN (rrrN , σN ) (1.1.4)

=
1√
N !

∑
P

(−1)PPφa1(rrr1, σ1) · · ·φaN (rrrN , σN ). (1.1.5)

Pri tem a1, . . . , aN označujejo kvantna števila, s katerimi opǐsemo enoelektronska stanja. Zahtevali
bomo, da so φaj rešitve lastnega problema [2, 3](

− ∇
2

2
− Z

r
− u(rrr)

)
φaj (rrr, σ) = εajφaj (rrr, σ), (1.1.6)
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tako da bo Φ lastna funkcija operatorja H0 z lastno vrednostjo, ki je enaka

E0 =
N∑
j=1

εaj . (1.1.7)

Funkcijo Φ lahko zapǐsemo s Slaterjevo determinanto

Φ(ζ1, . . . , ζN ) =

1√
N !

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
φa1(ζ1) φa1(ζ2) · · · φa1(ζN )
φa2(ζ1) φa2(ζ2) · · · φa2(ζN )

...
...

. . .
...

φaN (ζ1) φaN (ζ2) · · · φaN (ζN )

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ ,
(1.1.8)

kjer smo pisali ζi = (rrri, σi).
Ker je enačba H0Φ = E0Φ linearna, velja, da lahko zapǐsemo njeno splošno rešitev kot linearno

kombinacijo Slaterjevih determinant. To dejstvo uporabimo, da zapǐsemo večdelčno funkcijo tako, da
ji lahko pripǐsemo izbrano vrednost celotne tirne (L) in spinske (S) vrtilne količine ter njunih projekcij
na kvantizacijsko os (ML in MS). Glej poglavje 1.1.5.

1.1.2 Energija večdelčnega stanja

Energijo, ki pripada večdelčni valovni funkciji (Φ), izračunamo kot pričakovano vrednost celotnega
operatorja H. To pomeni, da obravnavamo Ves kot motnjo [2]:

〈Φ|H|Φ〉 = 〈Φ|(H0 + Ves)|Φ〉 = E0 + 〈Φ|Ves|Φ〉 (1.1.9)

= 〈Φ|
∑
i

(
− ∇

2
i

2
− Z

ri
+ u(rrri)

)
|Φ〉

+ 〈Φ|
(
−
∑
i

u(rrri) +
1

2

∑
i 6=j

1

rij

)
|Φ〉 (1.1.10)

= 〈Φ|
(
−
∑
i

∇2
i

2
−
∑
i

Z

ri
+

1

2

∑
i 6=j

1

rij

)
|Φ〉 (1.1.11)

= 〈F 〉+ 〈G 〉. (1.1.12)

V zadnji vrstici zajema 〈F 〉 prispevke vseh enodelčnih operatorjev (vsoti po i znotraj oklepaja v
enačbi 1.1.11) in 〈G 〉 prispevke dvodelčnih operatorjev. Kot je bilo pričakovati, potencial u ne nastopa
v končnem izrazu; njegov namen je torej izključno ta, da omogoča obvladljivo obravnavo sistema več
delcev: izračun enodelčnih valovnih funkcij in faktorizacijo, kakršno podajata enačbi 1.1.4 in 1.1.5.

1.1.3 Približek centralnega polja

Če zahtevamo, da je potencial u(rrri) krogelno simetričen,

u(rrri) ≡ u(ri), (1.1.13)

lahko zapǐsemo enodelčne valovne funkcije (rešitve enačbe 1.1.6) na podoben način, kot smo to storili
pri vodikovem atomu:

φ(rrr, σ) =
P (r)

r
Y`m`(r̂rr)χms(σ). (1.1.14)

Enačbi 1.1.13 pravimo približek centralnega polja. Zanimale nas bodo torej rešitve enačbe 1.1.6, ki
opisujejo enodelčna stanja z dobro določeno tirno (`, m`) in spinsko (s = 1/2, ms) vrtilno količino.
Ločitev spremenljivk privede do enačb za radialne funkcije:(

− 1

2

d2

dr2
+
`(`+ 1)

2r2
− Z

r
+ u(r)

)
P (r) = εP (r), (1.1.15)
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za katere zahtevamo, da so omejene in normirane:

P (0) = 0, (1.1.16)

lim
r→∞

P (r) = 0, (1.1.17)∫ ∞
0

dr P 2(r) = 1. (1.1.18)

Celotna faza valovne funkcije ali faze enodelčnih funkcij niso pomembne, zato smemo zahtevati, da
so funkcije P (r) realne in pozitivne v bližini izhodǐsča (r → 0+). Radialne funkcije pri danem ` se
ločijo po številu vozlov (nr). Podobno kot pri vodikovem atomu lahko vpeljemo glavno kvantno število
s predpisom n = nr + ` + 1. Radialne funkcije in pripadajoče energije so torej v primeru krogelno
simetričnega potenciala določene z vrednostma n in `:(

− 1

2

d2

dr2
+
`(`+ 1)

2r2
− Z

r
+ u(r)

)
Pn`(r) = εn`Pn`(r), (1.1.19)

kjer je n ≥ 1 in 0 ≤ ` < n. Opozoriti velja, da je, v nasprotju s coulombskim potencialom, energija
odvisna tudi od tirnega kvantnega števila.

Enodelčne funkcije

φn`m`ms(rrr, σ) =
Pn`(r)

r
Y`m`(r̂rr)χms(σ) (1.1.20)

poimenujemo orbitale (včasih spin orbitale). Orbitale z izbrano vrednostjo n tvorijo atomsko lupino,
orbitale z izbrano vrednostjo n in ` pa podlupino. Pogosto uporabljamo izraz lupina tudi takrat, kadar
v resnici mislimo na podlupino.

Z izbranim naborom orbital s fiksnimi glavnimi in tirnimi kvantnimi števili, ki jih izračunamo v
približku centralnega polja, zapǐsemo večelektronsko valovno funkcijo v centralnem potencialu (glej
enačbi 1.1.4 in 1.1.5). Njena energija (E0, glej enačbo 1.1.7) je odvisna od števila elektronov v
posamezni podlupini. Naboru (n1, `1, q1), (n2, `2, q2), . . ., kjer smo s q1, q2 itd. označili zasedenost
podlupine (število elektronov v posamezni podlupini), pravimo elektronska konfiguracija. Označimo
jo takole:

n1`
q1
1 n2`

q2
2 , . . . , (1.1.21)∑

j

qj = N. (1.1.22)

Namesto vrednosti 0, 1, 2, 3 itd. za `j navadno uporabljamo pri navajanju konfiguracij spektroskopske
oznake s, p, d, f itd. Konfiguracijo osnovnega stanja srebrovega atoma (N = 47) zapǐsemo denimo
takole:

1s2 2s2 2p6 3s2 3p6 3d10 4s2 4p6 4d10 5s1. (1.1.23)

Pri izbranem glavnem kvantnem številu n je tirno kvantno število omejeno z 0 ≤ ` < n, njegova
projekcija z −` ≤ m` ≤ `, spinska projekcija pa z −1/2 ≤ ms ≤ 1/2. Število elektronov v izbrani
lupini je torej omejeno (saj so elektroni fermioni). Lupini n z maksimalno zasedenostjo (2n2) pravimo
zaključena lupina. Če je njena zasedenost manǰsa, pravimo, da je lupina nezaključena ali odprta.
Podobno pravimo tudi, da je podlupina n` zaključena, če je njena zasedenost enaka 2(2`+1) = 4`+2,
in nezaključena (odprta), če je zasedenost manǰsa.

1.1.4 Hartree-Fockov postopek

Hartree-Fockov postopek je optimizacijski postopek, ki temelji na modelu neodvisnih delcev in s kate-
rim lahko izračunamo orbitale, ki nam dajo najnižjo pričakovano vrednost energije večdelčne valovne
funkcije. Hartree-Fockova rešitev |Φ〉 ≡ |{a1 . . . aN}〉 predstavlja stacionarno rešitev za poljubno
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variacijo oblike |δΦr
p〉 ≡ |{a1 . . . ap−1ap+1 . . . aNar}〉 (v |δΦr

p〉 zamenjamo orbitalo ap z orbitalo ar).
Stacionarno rešitev (δE0 = 0) dobimo, če zahtevamo, da velja

〈δΦr
p|H|Φ〉 = 0. (1.1.24)

S tem predpisom pridemo do Hartree-Fockovega operatorja

hHF = −∇
2

2
− Z

r
+ uHF, (1.1.25)

kjer so matrični elementi operatorja uHF

〈i|uHF|j〉 =
∑′

b

(
〈ib|r−112 |jb〉 − 〈bi|r

−1
12 |jb〉

)
, (1.1.26)

b pa teče po zasedenih orbitalah iz Slaterjeve determinante (torej a1, . . . , aN ). Ker je hHF hermitski
operator, lahko zahtevamo, da za enodelčna stanja (oziroma za orbitale 〈rrr, σ|a〉) velja

hHF|a〉 =

(
− ∇

2

2
− Z

r
+ uHF

)
|a〉 (1.1.27)

= εa|a〉. (1.1.28)

V enačbi 1.1.27 predstavlja prvi člen kinetično energijo elektrona a, drugi opisuje privlak med elek-
tronom in jedrom. Tretji člen pa opisuje coulombsko interakcijo elektrona s preostalimi elektroni.

Pri Hartree-Fockovem postopku se pogosto omejimo na orbitale, ki imajo obliko, kot jo podaja
enačba 1.1.14. V tem primeru govorimo o omejenem (restricted) postopku Hartreeja in Focka.

1.1.5 Valovne funkcije v sklopitvi LS

Omenili smo, da lahko večdelčno valovno funkcijo v splošnem zapǐsemo kot linearno kombinacijo
Slaterjevih determinant. To je mogoče storiti tako, da opisuje nova valovna funkcija večdelčno stanje
z dobro določeno vrednostjo celotne tirne in spinske vrtilne količine in njunima projekcijama (L, ML,
S, MS). Pravimo, da je valovna funkcija zapisana v sklopitvi LS.

Na vajah smo si že ogledali, kako zapǐsemo valovno funkcijo v sklopitvi LS na primeru dveh ele-
ktronov: uporabili smo Clebsch-Gordanove koeficiente (sklopitev `̀̀1 + `̀̀2 = LLL in sss1 + sss2 = SSS) in z
zamenjavo koordinat eksplicitno poskrbeli za to, da je bila valovna funkcija antisimetrična. Podobno
lahko ravnamo v primeru več delcev, in sicer tako, da zapǐsemo valovno funkcijo kot linearno kombi-
nacijo izbranih Slaterjevih determinant (tistih, ki dopuščajo sklopitev v izbrane vrednosti L, ML, S,
MS). Izbrane Slaterjeve determinante sestavimo iz orbital φnj`jm`jmsj z različnimi projekcijami m`j

in msj . Takšna valovna funkcija bo avtomatsko antisimetrična.
Pri dvoelektronskih konfiguracijah (N = 2) ali pri konfiguracijah, pri katerih sta dva izmed elek-

tronov v nezaključenih podlupinah, lahko energijo stanja izračunamo neposredno z uporabo naslednje
formule [2]:

ELS = 〈ΦLSMLMS
|H|ΦLSMLMS

〉 (1.1.29)

= E0 + 〈ΦLSMLMS
|Ves|ΦLSMLMS

〉. (1.1.30)

Operator H je skalarni operator, zato je energija neodvisna od projekcij ML in MS . Operator Ves pri
tem opisuje energijski razcep nivoja v več podnivojev, katerih vrednost je odvisna od L in S.

1.2 Energija stanj v sklopitvi LS

V tem poglavju si bomo ogledali pravila za izračun pričakovane vrednosti Hamiltonovega operatorja
〈Φ|H|Φ〉 za stanja |Φ〉 ≡ |ΦLSMLMS

〉. Prispevek enodelčnih operatorjev 〈F 〉 k celotni energiji, ki je
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zapisano v sklopitvi LS, je [2]

〈F 〉 =
∑′

a

〈a|
(
− ∇

2

2
− Z

r

)
|a〉 (1.2.1)

=
∑
j

qjI(nj`j). (1.2.2)

S črtico smo označili, da teče vsota po zasedenih orbitalah (a). Matrični element I(nj`j) izračunamo
po predpisu

I(nj`j) =

∫ ∞
0

dr Pnj`j (r)

(
− 1

2

d2

dr2
+
`j(`j + 1)

2r2
− Z

r

)
Pnj`j (r). (1.2.3)

Pri izračunu prispevka dvodelčnih operatorjev 〈G 〉 uporabimo formulo, ki podaja interakcijo elek-
trona v orbitali a in vseh elektronov v zaključeni podlupini B [2]:

e0(a,B) = (4`b + 2)

{
F 0(a, b)− 1

2

∑
k

(
la k lb
0 0 0

)2

Gk(a, b)

}
. (1.2.4)

Zgornja enačba velja ne glede na to, ali je a del podlupine B ali ne. Vrednost 〈G 〉 bomo sestavili iz
prispevkov, ki opisujejo tri primere:

1. Oba elektrona (a, b) pripadata zaključeni podlupini (ali različnima zaključenima podlupinama)
– 〈G 〉1.

2. Eden (a) od elektronov je iz nezaključene podlupine, drugi (b) pa iz zaključene – 〈G 〉2.

3. Oba elektrona sta iz nezaključenih podlupin – 〈G 〉3.

S previdnim štetjem je mogoče pokazati, da v prvih dveh primerih velja

〈G 〉1 =
1

2

∑
A

qae
0(a,A) +

∑
A>B

qae
0(a,B), (1.2.5)

〈G 〉2 =
∑
A,B

qae
0(a,B) (1.2.6)

Prvi člen v enačbi 1.2.5 predstavlja interakcijsko energijo elektrona (a) z ostalimi elektroni iz svoje
podlupine (A). Drugi člen opisuje interakcijsko energijo v primeru, ko elektron a ni v podlupini B.
Vsoti obeh členov tečeta po podlupinah (A in/ali B). Podobno razumemo tudi enačbo 1.2.6. Prispevka
〈G 〉1 in 〈G 〉2 sta enaka za vse determinante, ki sestavljajo valovno funkcijo v sklopitvi LS. Nasprotno
pa je prispevek 〈G 〉3 odvisen od vrednosti L in S.

V primeru dveh elektronov iz nezaključenih lupin (a, b) lahko pǐsemo

〈G 〉3 = 〈{ab}LS|r−112 |{ab}LS〉 (1.2.7)

= Nab

(
〈abLS|r−112 |abLS〉

+ (−1)`a+`b+L+S〈baLS|r−112 |abLS〉
)
. (1.2.8)

Z zavitimi oklepaji smo iznačili antisimetrizirano dvoelektronsko stanje. Normalizacijska konstanta
Nab je 1/

√
2 za neekvivalentna in 1/2 za ekvivalentna elektrona, matrična elementa iz zadnje enakosti

pa sta:

〈abLS|r−112 |abLS〉 =
∑
k

F k(a, b)(−1)`a+`b+L×{
`a `b L
`b `a k

}
〈`a‖Ck‖`a〉〈`b‖Ck‖`b〉, (1.2.9)
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〈baLS|r−112 |abLS〉 =
∑
k

Gk(a, b)(−1)L×{
`a `b L
`a `b k

}
〈`a‖Ck‖`b〉〈`b‖Ck‖`a〉. (1.2.10)

Kadar sta elektrona ekvivalentna (na = nb = n, `a = `b = `), velja [2]:

〈{n`2}LSMLMS |r−112 |{n`
2}LSMLMS〉 =∑

k

F k(n`, n`)(−1)L(2`+ 1)2×

{
` ` L
` ` k

}(
l k l
0 0 0

)2

.

(1.2.11)

Včasih želimo zapisati povprečno energijo izbrane konfiguracije, ki jo definiramo kot

Eav =

∑
L,S gLSELS∑
L,S gLS

, (1.2.12)

kjer je gLS = (2L+ 1)(2S + 1). Pokazati je mogoče [2], da lahko Eav zapǐsemo kot

Eav = 〈F 〉+ 〈G 〉1 + 〈G 〉2 + 〈G 〉av3 , (1.2.13)

〈G 〉av3 =
1

2

∑
A,B

qa〈e0(a,B)〉. (1.2.14)

Povprečna interakcijska energija 〈e0(a,B)〉 elektrona a z elektroni iz odprte podlupine B znaša

〈e0(a,B)〉 =
qb

4`b + 2
e0(a,B), (1.2.15)

kadar elektron a ni iz podlupine B. Povprečna interakcijska energija elektrona a z elektroni iz svoje
podlupine (A) pa je

〈e0(a,A)〉 =
qa − 1

4`a + 1
e0(a,A). (1.2.16)

1.2.1 Primer 1: osnovno stanje Be atoma 1s2 2s2

V tem primeru imamo opravka z dvema zaključenima podlupinama:

〈F 〉 = 2I(1s) + 2I(2s), (1.2.17)

〈G 〉1 =
1

2
2
{
e0(1s, 1s2) + e0(2s, 2s2)

}
+ 2e0(2s, 1s2) (1.2.18)

〈G 〉2 = 0, (1.2.19)

〈G 〉3 = 0. (1.2.20)

Elektronov izven zaključenih podlupin ni, zato je 〈G 〉3 = 0. Velja torej, da je E0 = Eav. Ker je
`a = `b = 0, bo v enačbi 1.2.4 prispeval le člen k = 0, pri katerem je(

0 0 0
0 0 0

)2

= 1. (1.2.21)

Sledi

E0 ≡ 〈F 〉+ 〈G 〉1 + 〈G 〉2 (1.2.22)
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= 2I(1s) + 2I(2s)

+ 2F 0(1s, 1s)−G0(1s, 2s)

+ 2F 0(2s, 2s)−G0(2s, 2s)

+ 4F 0(2s, 1s)− 2G0(2s, 1s) (1.2.23)

= 2I(1s) + 2I(2s)

+ F 0(1s, 1s) + F 0(2s, 2s)

+ 4F 0(2s, 1s)− 2G0(2s, 1s). (1.2.24)

Pri zadnjem koraku smo upoštevali, da velja F k(a, a) = Gk(a, a).

1.2.2 Primer 2: dvojno vzbujena stanja Be atoma 1s2 3d2

Tu podlupina 3d2 ni zaključena in velja:

〈F 〉 = 2I(1s) + 2I(3d), (1.2.25)

〈G 〉1 =
1

2
2e0(1s, 1s2), (1.2.26)

〈G 〉2 = 2e0(3d, 1s2), (1.2.27)

〈G 〉3 = 〈{3d2}LS|r−112 |{3d
2}LS〉. (1.2.28)

V enačbi 1.2.4 postavimo bodisi `a = `b = 0 ali `a = 2 in `b = 0. V prvem primeru prispeva le k = 0,
v drugem primeru le k = 2. Vsota `a + k + `b mora biti namreč soda, `a, k in `b pa morajo zadostiti
trikotnǐskemu pravilu (v nasprotnem primeru bo vrednost simbola 3j enaka nič). Upoštevamo še, da
je (

0 0 0
0 0 0

)2

= 1 in

(
2 2 0
0 0 0

)2

=
1

5
. (1.2.29)

Sledi:

E0 ≡ 〈F 〉+ 〈G 〉1 + 〈G 〉2 (1.2.30)

= 2I(1s) + 2I(3d)

+ F 0(1s, 1s)

+ 4F 0(3d, 1s)− 2

5
G2(3d, 1s). (1.2.31)

Povprečno energijo zapǐsemo takole:

Eav = E0 + 〈G 〉av3 (1.2.32)

= E0 +
1

2
2

2− 1

4 · 2 + 1
e0(3d, 3d2) (1.2.33)

= E0 +
1

9
e0(3d, 3d2). (1.2.34)

Upoštevamo, da v izrazu e0(3d, 3d2) prispevajo členi k = 0, 2 in 4 (glej enačbo 1.2.4) in da je(
2 0 2
0 0 0

)2

=
1

5
, (1.2.35)(

2 2 2
0 0 0

)2

=

(
2 4 2
0 0 0

)2

=
2

35
. (1.2.36)

Sledi torej:

e0(3d, 3d) = 10F 0(3d, 3d)−G0(3d, 3d)
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− 2

7
G2(3d, 3d)− 2

7
G4(3d, 3d) (1.2.37)

= 9F 0(3d, 3d)

− 2

7
F 2(3d, 3d)− 2

7
F 4(3d, 3d) (1.2.38)

in od tod:
Eav = E0 + F 0(3d, 3d)

− 2

63
F 2(3d, 3d)− 2

63
F 4(3d, 3d).

(1.2.39)

Z enačbo 1.2.8 lahko izračunamo tudi energije ELS za posamezna stanja. Pri konfiguraciji 1s2 3d2

lahko tirno in spinsko vrtilno količino elektronov sklopimo v 1Se, 3P e, 1De, 3F e ali 1Ge. Uporabili smo
spektroskopske oznake 2S+1Lπ, kjer je π = (−1)`1+`2 = +1 = e (even) parnost stanja. Upoštevali smo,
da sta celotna tirna in spinska vrtilna količina pri zapolnjenih podlupinah enaki 0 (Lc = Sc = 0). Za
preostala elektrona (3d2) je `1 = `2 = 2, s1 = s2 = 1/2, |`1− `2| ≤ L ≤ `1 + `2, |s1− s2| ≤ S ≤ s1 + s2,
ob dodatni omejitvi, da mora biti vsota L+ S soda, ker gre za par ekvivalentnih elektronov.

Za zgled poglejmo, kakšna je energija stanj 1s2 3d2 1De (L = 2, S = 0). V tem primeru je prispevek
〈G 〉3 enak (glej enačbo 1.2.11)

〈G 〉3 = F 0(3d, 3d)− 3

49
F 2(3d, 3d) +

4

49
F 4(3d, 3d), (1.2.40)

energija pa

E(1s2 3d2 1De) = E0 + 〈G 〉3. (1.2.41)

Pri izračunu smo upoštevali, da v vsoti prispevajo členi k = 0, 2 in 4 (vrednosti simbolov 3j so podane
v enačbah 1.2.35 in 1.2.36) in da je {

2 2 2
2 2 0

}
=

1

5
, (1.2.42){

2 2 2
2 2 2

}
= − 3

70
, (1.2.43){

2 2 2
2 2 4

}
=

2

35
. (1.2.44)

1.2.3 Primer 3: Osnovno stanje C atoma 1s2 2s2 2p2

Tu ni zaključena podlupina 2p2 in velja:

〈F 〉 = 2I(1s) + 2I(2s) + 2I(2p), (1.2.45)

〈G 〉1 =
1

2
2
{
e0(1s, 1s2) + e0(2s, 2s2)

}
+ 2e0(2s, 1s2), (1.2.46)

〈G 〉2 = 2e0(2p, 1s2) + 2e0(2p, 2s2), (1.2.47)

〈G 〉3 = 〈{2p2}LS|r−112 |{2p
2}LS〉. (1.2.48)

Sledi:

E0 = 〈F 〉+ 〈G 〉1 + 〈G 〉2 (1.2.49)

= 2I(1s) + 2I(2s) + 2I(2p)

+ F 0(1s, 1s) + 4F 0(2p, 1s) + 4F 0(2p, 2s)

+ 4F 0(2s, 1s) + F 0(2s, 2s)− 2G0(2s, 1s)
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− 2

3
G1(2p, 1s)− 2

3
G1(2p, 2s). (1.2.50)

Upoštevali smo, da je (
1 1 0
0 0 0

)2

=
1

3
. (1.2.51)

Za 〈G 〉av3 dobimo:

〈G 〉av3 =
1

2
2

2− 1

4 · 1 + 1
e0(2p, 2p2) (1.2.52)

=
1

5
e0(2p, 2p2) (1.2.53)

= F 0(2p, 2p)− 2

25
F 2(2p, 2p), (1.2.54)

kjer smo uporabili (
1 2 1
0 0 0

)2

=
2

15
. (1.2.55)
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Poglavje 2

Atomi v zunanjih električnih in
magnetnih poljih

2.1 Uvod

Električno in magnetno zunanje polje opǐsemo s skalarnim potencialom φ in vektorskim potencialom
AAA . Električno in magnetno polje tako podajata zvezi EEE = −∇φ− ∂AAA /∂t in BBB = ∇×AAA . Na zadnjih
vajah smo povedali, da dobimo s predpisoma ppp → ppp − qAAA (rrr, t) in i~(∂/∂t) → i~(∂/∂t) − qφ(rrr, t)
Hamiltonov operator, s katerim opǐsemo vpliv zunanjega polja na delec z nabojem q.

Pri opisu enoelektronskega atoma z masivnim jedrom (M → ∞) je q = −|e| = −e, m = me in
V (rrr) = V (r) = −Ze2/(4πε0r) (Ze je naboj jedra). Hamiltonov operator se torej glasi:

H =

(
ppp+ eAAA (rrr, t)

)2
2me

− Ze2

4πε0r
− eφ(rrr, t)

+ gs
e~

2me
BBB(rrr, t) · sss (2.1.1)

=
ppp2

2me
− Ze2

4πε0r
− eφ(rrr, t)

+
eAAA (rrr, t) · ppp

2me
+
eppp ·AAA (rrr, t)

2me
+
e2AAA 2(rrr, t)

2me

+ gs
e~

2me
BBB(rrr, t) · sss (2.1.2)

V enačbah (2.1.1) in (2.1.2) smo dodali še člen, s katerim opǐsemo vpliv zunanjega polja na spin
elektrona. Pri tem je gs ≈ 2 tako imenovani g faktor elektrona.1

Do Hamiltonovega operatorja za večeletronski atom pridemo na podoben način, s podobnima
predpisoma pppi → pppi + eAAA (rrri, t) in i~(∂/∂t)→ i~(∂/∂t) + eφ(rrri, t),

H =
∑
i

(
pppi + eAAA (rrri, t)

)2
2me

−
∑
i

Ze2

4πε0ri

+
∑
i,j<i

e2

4πε0rij
− e

∑
i

φ(rrri, t)

+ gs
e~

2me

∑
i

BBB(rrri, t) · sssi,

(2.1.3)

1Kvantna elektrodinamika nam da
gs ≡ ge = 2

(
1 +

α

2π
+ · · ·

)
.

15
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kjer z indeksoma i in j označujemo koordinate in gibalne količine elektronov v atomu. Vpeljali smo
še oznako rij = |rrri − rrrj |.

Poglejmo, kaj dobimo, če delujemo na valovno funkcijo ψ(rrr, t) z operatorjem (ppp+eAAA )2. Upoštevamo,
da je ppp = −i~∇:

(ppp+ eAAA )2ψ(rrr, t) (2.1.4)

= −~2∇2ψ(rrr, t)− i~eAAA (rrr, t) · ∇ψ(rrr, t)

− i~e∇ ·
{
AAA (rrr, t)ψ(rrr, t)

}
+ e2AAA 2(rrr, t)ψ(rrr, t) (2.1.5)

Člen −i~e∇ ·
{
AAA (rrr, t)ψ(rrr, t)

}
zapǐsemo kot:

−i~e∇ ·
{
AAA (rrr, t)ψ(rrr, t)

}
=− i~e

{
∇ ·AAA (rrr, t)}ψ(rrr, t)

− i~eAAA · ∇ψ(rrr, t) (2.1.6)

Če velja ∇ ·AAA = 0, je prvi člen na desni strani enačbe (2.1.6) enak nič. Torej sledi:

(ppp+ eAAA )2ψ(rrr, t)

= −~2∇2ψ(rrr, t)− 2i~eAAA (rrr, t) · ∇ψ(rrr, t)

+ e2AAA 2(rrr, t)ψ(rrr, t).

(2.1.7)

Kot vidimo, je v primeru, ko je ∇ ·AAA = 0, učinek operatorja ppp ·AAA na funkcijo ψ(rrr, t) enak učinku
operatorja AAA · ppp. Povedano drugače, operatorja ppp ·AAA in AAA · ppp komutirata, saj velja

(pxAx + pyAy + pzAz)ψ = (Axpx + Aypy + Azpz)ψ (2.1.8)

za poljubno funkcijo ψ. To navadno zapǐsemo takole:

[AAA , ppp] ≡ ppp ·AAA −AAA · ppp (2.1.9)

=
∑
β

(Aβpβ − pβAβ) (2.1.10)

= 0. (2.1.11)

Z β smo označili kartezične komponente x, y in z vektorskih operatorjev AAA in ppp. Pri tem smo pozorni
na to, kaj pomeni operatorska zveza pβAβ. To razumemo v kontekstu, v katerem s tem operatorjem
delujemo na funkcijo ψ. Pri tem upoštevamo, da je pβ diferencialni operator, ki deluje na vse, kar
stoji na njegovi desni, torej tudi na funkcijo ψ:

pβAβψ = pβ(Aβψ) = (pβAβ)ψ + Aβpβψ. (2.1.12)

Kadar velja

∇ ·AAA = 0, (2.1.13)

pravimo, da smo si izbrali coulombsko ali sevalno umeritev. Pogosto jo uporabljamo pri opisu elek-
tromagnetnega valovanja v vakuumu (torej prostega sevalnega polja, pri katerem ni niti nabojev niti
tokov). Coulombsko umeritev si lahko izberemo tudi v primeru statičnega homogenega magnetnega
polja BBB, kjer lahko npr. zapǐsemo (ta izbira ni enolična)

AAA = −1

2
rrr ×BBB. (2.1.14)

V tem primeru postavimo φ = 0. To umeritev lahko uporabimo tudi za opis statičnega homogenega
električnega polja EEE , kjer lahko postavimo eφ(rrr) = eEEE · rrr in AAA = 0. Coulombska umeritev seveda ni
najsplošneǰsa in tudi ni relativistično kovariantna.
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Hamiltonov operator za večelektronski atom se v tej umeritvi glasi:

H =
∑
i

ppp2i
2me

−
∑
i

Ze2

4πε0ri
+
∑
i,j<i

e2

4πε0rij

+
∑
i

eAAA (rrri) · pppi
me

+
∑
i

e2AAA 2(rrri)

2me

+ gs
e~

2me

∑
i

BBB(rrri) · sssi (2.1.15a)

≡ H0 +Hint. (2.1.15b)

Interakcijo med zunanjim poljem in atomom tedaj opisuje operator

Hint =
∑
i

eAAA (rrri) · pppi
me

+
∑
i

e2AAA 2(rrri)

2me

+ gs
∑
i

e~
2me

BBB(rrri) · sssi.
(2.1.16)

2.2 Statično električno polje, polarizabilnost

Vpliv časovno neodvisnega homogenega električnega polja na atom opǐsemo z operatorjem (spet v
atomskih enotah)

Hint = EEE ·
∑
i

rrri. (2.2.1)

Naj bo êee = EEE /E enotski vektor, ki je usmerjen vzdolž zunanjega polja. Interakcijski operator je potem
sorazmeren

Hint ∝ êee ·
∑
i

rrri ≡ D. (2.2.2)

Izraz na desni strani znaka za sorazmernost je dipolni operator (zapisan v dolžinski obliki). Operator
Hint v prvem redu zato sklaplja stanja, katerih parnost se razlikuje. To pa pomeni, da je popravek v
najnižjem redu teorije motenj enak nič. Na primer za stanje |n〉:

∆E(1)
n = 〈n|Hint|n〉 = 0. (2.2.3)

Zato nas zanima popravek v naslednjem redu:

∆E(2)
n =

∑
µ6=n

〈n|Hint|µ〉〈µ|Hint|n〉
En − Eµ

, (2.2.4)

ki ga smemo uporabiti, kadar nobena od energij Eµ za stanja |µ〉, ki se sklapljajo s stanjem |n〉, ni
enaka En (torej takrat, kadar je problem nedegeneriran). Dobimo:

∆E(2)
n = E 2

∑
µ6=n

〈n|D|µ〉〈µ|D|n〉
En − Eµ

≡ −1

2
αE 2, (2.2.5)

kjer smo vpeljali (statično) polarizabilnost α kot

αn = −2
∑
µ6=n

〈n|D|µ〉〈µ|D|n〉
En − Eµ

. (2.2.6)

Naloga: Energija stanja 1s vodikovega atoma se v (dovolj šibkem) električnem polju spremeni zlasti
na račun sklopitve s stanji 2p. Kolikšna je polarizabilnost vodikovega atoma, če v vsoti upoštevaš le
prispevek stanj 2p? Privzemi, da je polje usmerjeno vzdolž osi z.



18 POGLAVJE 2. ATOMI V ZUNANJIH ELEKTRIČNIH IN MAGNETNIH POLJIH

P1s(r) = 2re−r,

P2p(r) =
1

2
√

6
r2e−r/2,∫ ∞

0
dr P2p(r) r P1s(r) =

128

81

√
3

2
,(

1 1 0
0 0 0

)
= − 1√

3
,

z = r cos θ = rC1
0 (r̂rr),

α1s ≈ −2
|〈2p,m = 0|z|1s,m = 0〉|2

E1s − E2p
≈ 2.96.

2.3 Atom v homogenem magnetnem polju

Če uporabimo coulombsko umeritev in zapǐsemo vektorski potencial kot AAA = −(1/2)rrr×BBB ter posta-
vimo φ = 0, dobimo za posamezne člene v Hint:

H
(1)
int =

∑
i

eAAA (rrri) · pppi
me

=
∑
i

e(BBB × rrri) · pppi
2me

(2.3.1a)

=
∑
i

eBBB · (rrri × pppi)
2me

=
e~

2me
BBB ·

∑
i

`̀̀i, (2.3.1b)

H
(2)
int =

e2

8me

∑
i

(
rrri ×BBB

)2
, (2.3.1c)

H
(3)
int = gs

e~
2me

BBB ·
∑
i

sssi. (2.3.1d)

Celotni interakcijski operator je torej

Hint =
e~

2me
BBB ·

(
LLL+ gsSSS

)
+

e2

8me

∑
i

(
rrri ×BBB

)2
. (2.3.2)

Prvi člen v zgornji enačbi je paramagnetni, drugi pa diamagnetni člen. Kadar kaže zunanje polje
vzdolž osi z (BBB = B ẑzz), velja:

Hint =
e~

2me
B
(
Lz + gsSz) +

e2B2

8me

∑
i

(
x2i + y2i ). (2.3.3)

Vpliv paramegnetnega člena, ki je linearno odvisen od gostote magnetnega polja, že poznamo. S tem
členom opǐsemo (normalni in anomalni) Zeemanov pojav. Prispevek diamagnetnega člena je navadno
manǰsi od prispevka paramagnetnega člena. Diamagnetni člen lahko postane pomemben ob visokih
gostotah magnetnega polja B ali pa, pogosteje, kadar je prispevek paramagnetnega člena enak nič.
To se, na primer, zgodi, kadar sta celotna tirna in spinska vrtilna količina enaki nič (L = S = 0).

Zgled. Za primer vzemimo atom helija v osnovnem stanju |g〉 = |1s2〉, v katerem je Lg = Sg = 0.
Zanima nas, kako se spremeni energija osnovnega stanja, ko postavimo atome v homogeno zunanje
magnetno polje, usmerjeno vzdolž osi z. Paramegnetni člen očitno v tem primeru ne bo prispeval k
energijskemu premiku, saj sta projekciji celotne tirne in spinske vrtilne količine enaki nič (ML,g =
MS,g = 0). Zato preverimo, kolikšen je energijski premik zaradi diamagnetnega člena. Ker je operator
x2i + y2i = r2i sin2 θi = r2i (1− cos2 θi) neodvisen od φi, ga lahko zapǐsemo s posplošeno sferno funkcijo
z ničelno projekcijo:2

2Pravzaprav z linearno kombinacijo dveh sfernih funkcij: C2
0 in C0

0 ≡ 1.



2.3. ATOM V HOMOGENEM MAGNETNEM POLJU 19

C2
0 (θ, φ) =

√
4π

5
Y20(θ, φ) =

1

2
(3 cos2 θ − 1), (2.3.4)

in sicer takole:

x2i + y2i = r2i sin2 θi =
2

3
r2i (1− C2

0 (θi, φi)). (2.3.5)

Interakcijski člen v atomskih enotah postane:

Hint =
B2

12

∑
i

r2i (1− C2
0 (θi, φi)) (2.3.6)

Energijski premik v prvem redu teorije motenj izračunamo iz prvega člena v enačbi (2.3.6)

∆E(1)
g = 〈g|Hint|g〉 =

B2

12
〈g|(r21 + r22)|g〉. (2.3.7)

Ta člen poskrbi za energijski premik, vendar ne sklaplja (torej ne meša) stanj različnih simetrij (med
seboj sklaplja le stanja z enako celotno tirno in spinsko vrtilno količino, ker je pač skalarni operator).
Pri tem velja opozoriti, da je prispevek operatorja C2

0 v prvem redu enak nič, saj vrtilnih količin 0 in
2 ni možno sklopiti v rezultanto 0:

− B2

12

∑
i

〈g|r2iC2
0 (r̂rri)|g〉 ∝

(
0 2 0
0 0 0

)
= 0. (2.3.8)

Prispevek C2
0 je različen od nič v drugem redu teorije motenj. Ta prispevek pa je majhen (∝ B4),

zato ga bomo zanemarili. Radialno funkcijo P1s(r) izračunamo z računalnǐskim programom (Hartree-
Fockova metoda). Matrični element lahko pri tem izrazimo z radialnim integralom, če upoštevamo,
da imamo opravka s parom ekvivalentnih elektronov. Radialne integrale (torej pričakovane vrednosti
za potence rk) lahko prav tako izračunamo s programom. Ko upoštevamo, da se kotni del valovne
funkcije izvrednoti v ena, dobimo:

〈1s2|r21 + r22|1s2〉 =

∫ ∞
0

dr1r
2
1

∫ ∞
0

dr2r
2
2

P1s(r1)

r1

P1s(r2)

r2
(r21 + r22)

P1s(r1)

r1

P1s(r2)

r2
(2.3.9)

= 2

∫ ∞
0

dr P 2
1s(r) r

2 (2.3.10)

≈ 2.37. (2.3.11)

Energijski premik tako znaša:
E(1)
g ≈ 0.197 B2. (2.3.12)
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Poglavje 3

Interakcija atomov z elektromagnetnim
valovanjem

3.1 Uvod

Obnašanje večelektronskega atoma, ki je izpostavljen elektromagnetnemu valovanju, opǐsemo s Ha-
miltonovim operatorjem

H =
∑
i

(pppi + eAAA (rrri, t))
2

2m
−
∑
i

Ze2

4πε0ri
+
∑
i,j>i

e2

4πε0rij
+
∑
i

e~
2m

gssssi ·BBB(rrri, t) +Hrel (3.1.1)

≡ H0 +H ′, (3.1.2)

H0 =
∑
i

ppp2i
2m
−
∑
i

Ze2

4πε0ri
+
∑
i,j>i

e2

4πε0rij
+Hrel (3.1.3)

H ′ =
e

2m

∑
i

{
AAA (rrri, t) · pppi + pppi ·AAA (rrri, t)

}
+
∑
i

e~
2m

gssssi · ∇ ×AAA (rrri, t) +
∑
i

e2

2m
AAA 2(rrri, t). (3.1.4)

S H0 smo označili Hamiltonov operator prostega atoma, s Hrel relativistične popravke (sklopitev spin-
tir in ostale popravke) in s H ′ interakcijo med atomom in elektromagnetnim poljem. Privzeli smo, da
v prostoru ni drugih nabojev ali tokov (φ(rrr, t) = 0, jjj(rrr, t) = 0). Tedaj je:

EEE (rrr, t) = −∂A
AA (rrr, t)

∂t
, (3.1.5)

BBB(rrr, t) = ∇×AAA (rrr, t). (3.1.6)

Velja seveda še ∇ · EEE (rrr, t) = 0 in ∇ ·BBB(rrr, t) = 0. Za opis elektromagnetnega valovanja v vakuumu
tako zadošča vektorski potencial AAA (rrr, t). V nadaljevanju se bomo omejili na opis polja v sevalni
(coulombski) umeritvi, ∇ ·AAA (rrr, t) = 0. V tem primeru velja AAA (rrri, t) · pppi = pppi ·AAA (rrri, t). Operator H ′

se v tej umeritvi glasi:

H ′ =
e

m

∑
i

AAA (rrri, t) · pppi +
∑
i

e~
2m

gssssi · ∇ ×AAA (rrri, t) +
∑
i

e2

2m
AAA 2(rrri, t). (3.1.7)

Ukvarjali se bomo z elektromagnetnim valovanjem, ki ga opǐsemo s klasičnima poljema EEE in BBB.
Pri izračunu matričnih elementov, s katerimi bomo opisali prehode v atomu, bomo nadomestili vek-
torje koordinat rrri z operatorji (prva kvantizacija). Čeprav je za obravnavo pojavov, pri katerih je
pomembna kvantna narava svetlobe, tak opis električnega in magnetnega polja neustrezen, pa opis s
klasičnim poljem zadostuje za opis absorpcije (ionizacije ali vzbujanja atomov) s koherentno svetlobo.
Omenimo, da omogoča splošneǰso obravnavo povsem kvantni opis elektromagnetnega polja, pri kate-
rem si elektromagnetno polje prestavljamo kot množico harmonskih oscilatorjev znotraj kvantizacijske

21
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škatle s prostornino V [4–7]. Vsakega od teh oscilatorjev opǐsemo s parom indeksov: valovnim vek-
torjem kkk (ω = c |kkk|, kjer je c svetlobna hitrost v vakuumu, ω = 2πν pa krožna frekvenca) in indeksom
β ∈ {1, 2}, s katerim označimo dve linearno neodvisni smeri, ki jih lahko ima polarizacija (ε̂εε1, ε̂εε2 ⊥ kkk).

Za vsak tak harmonski oscilator (oziroma z vsak “nihajni način” polja) vpeljemo kreacijski (a†kkk,β) in
anihilacijski (akkk,β) operator. Energijo, ki jo nosi sevalno polje, lahko izračunamo takole:

∑
kkk,β

(
~ω +

1

2

)
a†kkk,βa

†
kkk,β, (3.1.8)

vektorski potencial pa zapǐsemo kot:

AAA (rrr, t) =
∑
kkk,β

(
~

2V ε0ω

)1/2{
akkk,βe

ikkk·rrr−iωt ε̂εεkkk,β + a†kkk,βe
−ikkk·rrr+iωt ε̂εε∗kkk,β

}
. (3.1.9)

Sevalnemu polju potem priredimo vektor stanja, ki ga zapǐsemo kot superpozicijo stanj | . . . nkkk,β . . .〉,
kjer je nkkk,β zasedbeno število, torej število kvantov v nihajnem načinu (kkk, β). Kvantnemu formalizmu
s kreacijskimi in anihilacijskimi operatorji pravimo druga kvantizacija. Zgornjo definicijsko enačbo
razumemo kot Fourierov razvoj vektorskega potenciala AAA .

Zgolj zato, da ohranimo jasen uvid v različne procese, se bomo omejili na enobarvna (monokro-
matska) klasična polja, katerih amplitude ne bodo odvisne od kraja ali časa:1

AAA (rrr, t) =
1

2
AAA 0 exp(ikkk · rrr − iωt) +

1

2
AAA ∗0 exp(−ikkk · rrr + iωt), (3.1.10)

EEE (rrr, t) =
1

2
EEE 0 exp(ikkk · rrr − iωt) +

1

2
EEE ∗0 exp(−ikkk · rrr + iωt), (3.1.11)

BBB(rrr, t) =
1

2
BBB0 exp(ikkk · rrr − iωt) +

1

2
BBB∗0 exp(−ikkk · rrr + iωt). (3.1.12)

Brez pisne obrazložitve omenimo, da bo v izrazu AAA (rrri, t) ·pppi prvi člen v enačbah (3.1.10)–(3.1.12) opi-
soval absorpcijo, drugi člen pa emisijo fotona. Zanimalo nas bo predvsem elektromagnetno valovanje,
katerega valovne dolžine so bistveno večje od razsežnosti atoma Rat. V tem primeru velja

kRat =
2π

λ
Rat � 1. (3.1.13)

Zgornja neenakost je izpolnjena pri valovnih dolžinah svetlobe iz vidnega dela spektra in navadno
precej dobro velja pri vzbujanju atomov z valovanjem z valovno dolžino iz rentgenskega področja. V
tem primeru je smiselno, da razvijemo eksponentno funkcijo (operator) v vrsto:

exp(±ikkk · rrr) = 1± ikkk · rrr + · · · (3.1.14)

V naslednjem poglavju se bomo ukvarjali z električnimi dipolnimi prehodi. To so prehodi, ki jih
dobimo, če zadržimo konstantni člen v tem razvoju. Pri takšnih prehodih preda elektromagnetno
polje atomu en kvant energije (~ω) in en kvant vrtilne količine (~). To pomeni, da se celotna vrtilna
količina atoma pri takšnem prehodu lahko spremeni za največ ena.

Poleg električnih dipolnih prehodov poznamo tudi magnetne dipolne prehode in električne in ma-
gnetne kvadrupolne, oktupolne itn. prehode, ki jih dobimo z upoštevanjem nadaljnjih členov v enačbi
(3.1.14) [5]. Verjetnostne amplitude za tovrstne prehode so manǰse in večinoma zanemarljive v pri-
merjavi z amplitudami za električne dipolne prehode. Z njimi se na vajah zato ne bomo ukvarjali.

1V splošnem bi lahko zapisali:

XXX (rrr, t) = (2π)−3/2

∫
d3k X̂XX (kkk, t) eik

kk·rrr,

kjer je XXX lahko EEE , BBB ali AAA .
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Zaradi razmeroma velike mase atoma lahko zanemarimo vpliv elektromagnetnega valovanja na
gibanje atomskega težǐsča. Če povrhu upoštevamo le najnižji člen v razvoju (3.1.14), vidimo, da
zadnji člen v enačbi (3.1.4), ∑

i

e2

2m
AAA 2(rrri, t), (3.1.15)

v najnižjem redu opisuje procese, pri katerih ne pride do spremembe elektronske strukture v atomu
(torej ne pride do prehodov med atomskimi stanji). To postane očitno, če opazimo, da je2

AAA 2 = AAA ·AAA ≈ 1

2
|AAA 0|2 +

1

2
Re
(
AAA 0 ·AAA ∗0 e−2iωt

)
(3.1.16)

skalarni operator. Drugi člen v enačbi 3.1.16 opisuje hitre spremembe, ki so v povprečju preko ene ali
več period polja enake nič in ga bomo zato zanemarili. Poglejmo, kakšen učinek ima prvi člen v enačbi
3.1.16. Ta člen sicer res ne opisuje prehodov med atomskimi stanji, povzroči pa, da se energije šibko
vezanih (visoko vzbujenih) atomskih stanj premaknejo. Ta premik je lahko velik v primeru močnih
polj. Zaradi enostavnosti ga bomo zapisali za primer enoelektronskega atoma:

Up =
e2

2m
〈|AAA |2〉 ≈ e2

4m
|AAA 0|2 =

e2

4mω2
|EEE 0|2. (3.1.17)

S trikotnimi oklepaji 〈· · ·〉 smo označili povprečje preko ene periode. Premik Up lahko zapǐsemo s
povprečno gostoto energijskega toka, v katerem poprečje preko periode polja prinese dodatni faktor
1/2:

I0 =
1

2
ε0 c |E0|2. (3.1.18)

Končni izraz za premik se torej glasi:

Up =
e2

2mε0c

I0
ω2
, (3.1.19)

oziroma v atomskih enotah Up = 2παI0/ω
2. Premiku Up se v angleški literaturi pravi ponderomotive

shift. Opazimo, da je ta premik sorazmeren z gostoto energijskega toka in obratno sorazmeren s
kvadratom frekvence ω. Razumemo ga kot dodatni energijski premik zaradi hitrega nihanja (skoraj)
prostega elektrona pod vplivom visokofrekvenčnega polja. Premik Up na primer opǐse, za koliko se pod
vplivom močnega elektromagnetnega polja premaknejo ionizacijski pragovi v atomu glede na osnovno
stanje.

V nadaljevanju se bomo omejili na elektromagnetno polje, ki ga smemo obravnavati kot šibko
motnjo. V tem primeru je premik Up majhen, zato bomo člen

∑
i

e2

2m
AAA 2(rrri, t) (3.1.20)

zanemarili.

3.2 Fermijevo zlato pravilo za harmonsko vzbujanje

Podobno kot pri časovno neodvisni motnji lahko pri časovno odvisni harmonski motnji oblike

V (t) =

{
V e−iωt ; absorpcija

V †eiωt ; emisija
(3.2.1)

2Ker so komponente vektorja AAA 0 kompleksne, velja

AAA 0 ·AAA ∗0 =
∑
β

A0,β

(
A ∗0,β

)∗
= A 2

0,x + A 2
0,y + A 2

0,z ∈ C.
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pokažemo, da se Fermijevo zlato pravilo, s katerim opǐsemo verjetnost za prehod na časovno enoto iz
stanja |i〉 v stanje |f〉, glasi [8]:

wabs
f←i =

2π

~
|〈f |V |i〉|2 δ(Ei + ~ω − Ef ) (3.2.2)

wem
f←i =

2π

~
|〈f |V †|i〉|2 δ(Ei − ~ω − Ef ). (3.2.3)

Diracova delta δ(E − Ef ), kjer je E = Ei ± ~ω, pri tem igra vlogo energijske gostote končnih stanj.
Zgornji enačbi veljata za povsem stabilna končna stanja. V praksi pogosto srečamo stanja, ki razpadajo
eksponentno s karakterističnim (življenjskim) časom τf = ~/Γf .3 Takšnim končnim stanjem namesto
gostote stanj ρf (E) = δ(E − Ef ) pripǐsemo Lorentzevo gostoto stanj:

ρf (E) =
Γ

2π

1

(E − Ef )2 − Γ2
f/4

. (3.2.4)

3.3 Električni dipolni (E1) prehodi

Električne dipolne prehode opǐsemo z najnižjim členom v razvoju (3.1.14): exp(±ikkk · rrr) ≈ 1. Če so
dovoljeni, so ti prehodi navadno precej verjetneǰsi od magnetnih dipolnih in električnih ali magnetnih
multipolnih prehodov. Kadar pri interakciji med atomom in elektromagnetnim poljem upoštevamo le
ta člen, pravimo, da smo uporabili dipolni približek. Od zdaj naprej bomo govorili le še o dipolnih
prehodih.

Pri obravnavi absorpcije svetlobe (fotonov) nas bodo zanimali prehodi iz stanja |a〉 v vǐsje ležeče
stanje |b〉 (torej velja Eb > Ea). Pri tem bomo privzeli, da je (vsaj približno) izpolnjen resonančni
pogoj,

Eb = Ea + ~ω. (3.3.1)

V tem primeru lahko pokažemo, da je prispevek konjugiranega člena AAA ∗0 exp(iωt)/2 zanemarljiv v pri-
merjavi s prispevkom prvega člena, AAA ≈AAA 0 exp(−iωt)/2, zato lahko pǐsemo kar AAA ≈AAA 0 exp(−iωt)/2.
Matrični element, s katerim opǐsemo električni dipolni prehod v primeru absorpcije svetlobe, je torej
enak:

M abs
ba =

eA0

2m
〈b|
∑
j

ε̂εε · pppj |a〉, (3.3.2)

kjer smo z ε̂εε = EEE 0/|E0| označili polarizacijo vpadne svetlobe in vpeljali AAA 0 = A0 ε̂εε in EEE 0 = E0 ε̂εε. Pri
tem sta E0 in A0 kompleksni amplitudi, ki pripadata električnemu polju in vektorskemu potencialu.
Matrični element lahko zapǐsemo še drugače, če upoštevamo, da je pppj = (im/~)[H0, rrrj ]:

M abs
ba =

ieA0

2~
(Eb − Ea)〈b|

∑
j

ε̂εε · rrrj |a〉. (3.3.3)

Podobno nas v primeru (stimulirane) emisije svetlobe zanima prehod iz stanja |b〉 v nižje ležeče stanje
|a〉 (spet torej velja Eb > Ea). Tedaj smemo pisati AAA ≈AAA ∗0 exp(iωt)/2, matrični element pa je enak

M em
ab =

eA ∗0
2m
〈a|
∑
j

ε̂εε∗ · pppj |b〉, (3.3.4)

3Razpad stanja je proces, pri katerem kvantni sistem prehaja iz začetnega stanja v druga stanja pod vplivom zunanje
motnje (npr. sklopitve z rezervoarjem). Najpogosteje srečamo eksponentni razpad, pri katerem velja za sistem, ki ga
opǐsemo z vektorjem stanja |ψ(t)〉:

|ψ(t = 0)〉 = |i〉,

|〈i|ψ(t)〉|2 = exp(−t/τ), t > 0.

Času τ pravimo karakteristični razpadni čas ali kar življenjski čas stanja |i〉.
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=
ieA ∗0

2~
(Ea − Eb)〈a|

∑
j

ε̂εε∗ · rrrj |b〉 (3.3.5)

=
(
M abs

ba

)∗
. (3.3.6)

Ker nas zanimajo prehodi, pri katerih je energija fotonov izbrana resonančno, lahko pǐsemo ~ω =
Eb − Ea. Velja:

M abs
ba =

ieA0

2
ω〈b|

∑
j

ε̂εε · rrrj |a〉, (3.3.7)

M em
ab = − ieA ∗0

2
ω〈a|

∑
j

ε̂εε∗ · rrrj |b〉. (3.3.8)

Ker je EEE = −∂AAA /∂t in torej veljata zvezi EEE 0 = iωAAA 0 in EEE ∗0 = −iωAAA ∗0, zapǐsemo zgornji zvezi kot

M abs
ba =

eE0

2
〈b|
∑
j

ε̂εε · rrrj |a〉, (3.3.9)

M em
ab =

eE ∗0
2
〈a|
∑
j

ε̂εε∗ · rrrj |b〉. (3.3.10)

V enačbah 3.3.2 in 3.3.3 smo dipolni matrični element zapisali v hitrostni obliki, v enačbah 3.3.9
in 3.3.10 pa v dolžinski obliki. Nobena od oblik ni povsem nova: izraz −eAAA · vvvj smo srečali pri
opisu gibanja nabitih delcev v zunanjem polju z Lagrangeovim formalizmom; izraz eEEE · rrrj pa je
natanko energija dipola −errrj v zunanjem električnem polju. Zaradi enostavneǰse obravnave se bomo
v nadaljevanju ukvarjali le z električnim dipolnim operatorjem, zapisanim v dolžinski obliki.

Kadar imamo opravka z linearno polarizirano svetlobo, lahko zapǐsemo amplitudo električnega
polja EEE 0 = E0 ε̂εε tako, da je ε̂εε realen; fazo električnega polja tedaj pripǐsemo E0. Faza nas v nadaljevanju
ne bo zanimala, zato si smemo izbrati realen E0.

3.3.1 Izbirna pravila

Produkt ε̂εε · rrrj lahko zapǐsemo s sfernimi tenzorskimi operatorji:

ε̂εε · rrrj = εxxj + εyyj + εzzj = rj

1∑
q=−1

(−1)qε−qC
1
q (r̂rrj), (3.3.11)

kjer smo pisali

ε0 = εz, (3.3.12)

ε±1 = ∓ 1√
2

(
εx ± iεy

)
. (3.3.13)

V splošnem nam torej električni dipolni prehod opisuje operator oblike Dq = r1C
1
q (r̂rr1)+r2C

1
q (r̂rr2)+ . . .

Ta operator je sferni tenzorski operator prvega reda (sferni vektorski operator), ki mu pripǐsemo
projekcijo q. Če uporabimo Wigner-Eckartov izrek, lahko njegove matrične elemente razpǐsemo takole:

〈b|Dq|a〉 = (−1)Jb−MJb

(
Jb 1 Ja
−MJb q MJa

)
〈b‖D‖a〉. (3.3.14)

Z Ja, Jb, MJa in MJb smo označili celotni vrtilni količini obeh stanj in njuni projekciji. Od tod vidimo,
da je matrični element različen od nič, če velja



26 POGLAVJE 3. INTERAKCIJA ATOMOV Z ELEKTROMAGNETNIM VALOVANJEM

1. Ja, Jb in 1 se lahko seštevajo po trikotnǐskem pravilu. To pomeni, da je Jb = Ja ali Jb = Ja ± 1,
pri čemer je prehod Ja = 0→ Jb = 0 prepovedan.

2. Ker je q ∈ {−1, 0, 1}, mora veljati, da je MJb = MJa ali MJb = MJa ± 1.

3. Sferna funkcija C1
q je sorazmerna Y1q. To pa pomeni, da se mora parnost začetnega in končnega

stanja razlikovati, πb = −πa.

Pri stanjih, zapisanih v sklopitvi LS, nadomestimo (Ja,MJa) in (Jb,MJb) z (La,MLa) in (Lb,MLb).
Upoštevamo tudi, da dipolni operator ne vpliva na spremembo spinskega dela valovne funkcije. V tem
primeru je matrični element različen od nič, kadar je:

1. razlika Lb − La enaka 0 ali ±1 (prehod 0→ 0 je prepovedan);

2. razlika MLb −MLa enaka 0 ali ±1;

3. celotni spin začetnega in končnega stanja enak (Sb = Sa);

4. parnost obeh stanj različna (πb = −πa).

3.4 Absorpcija svetlobe

Pri nizkih gostotah svetlobnega toka predstavlja vzbujanje s svetlobo šibko motnjo. Omejili se bomo
na enobarvno in linearno polarizirano svetlobo (energija fotonov ~ω, polarizacija ε̂εε = EEE 0/|E0|). Za
opis vzbuditve atoma iz stanja |i〉 v stanje |f〉 uporabimo enačbo 3.2.2, v kateri postavimo

V =
eE0

2

∑
j

ε̂εε · rrrj . (3.4.1)

Verjetnost za prehod na časovno enoto je torej:

wfi ≡ wf←i =
2π

~
e2 |E0|2

4
|〈f |

∑
j

ε̂εε · rrrj |i〉|2ρf , (3.4.2)

kjer smo z ρf označili gostoto končnih stanj. Če bi bilo končno stanje stabilno (kadar na primer ne bi
razpadalo ali bi bila verjetnost za razpad stanja na časovno enoto zanemarljivo mahna), bi v primeru
harmonskega vzbujanja vstavili

ρf = δ(Ei + ~ω − Ef ). (3.4.3)

Večinoma imajo končna stanja od nič različno razpadno širino. Kot smo že omeili, v tem primeru
opǐsemo gostoto stanj z Lorentzevo porazdelitvijo:

ρf =
Γf/(2π)

(Ei + ~ω − Ef )2 + Γ2
f/4

. (3.4.4)

Ta porazdelitev opisuje v časovni sliki eksponentni razpad s karakterističnim časom τf = ~/Γf . Enačba
(3.4.4) preide v limiti Γf → 0 v enačbo (3.4.3). Celotno verjetnost za vzbuditev na časovno enoto
dobimo tako, da seštejemo prispevke vseh končnih stanj:

wi =
∑
f

wfi. (3.4.5)

Verjetnost za prehod na časovno enoto je odvisna od gostote svetlobnega toka, torej od števila
fotonov na enoto časa in površine, ki zadenejo tarčo:

j0 =
1

~ω
I0 =

1

~ω
1

2
ε0|E0|2c, (3.4.6)
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Pri tem je dodatni faktor 1/2 posledica povprečja preko periode 2π/ω. Količina, ki je zato pogosto
v rabi, je absorpcijski presek. Pri fiksni polarizaciji je absorpcijski presek odvisen le od atoma, ki
ga vzbujamo. Delni absorpcijski presek, ki nam opisuje prehod iz stanja |i〉 v stanje |f〉, definiramo
takole:

σfi ≡ σf←i = wfi/j0. (3.4.7)

Celotni aborpcijski presek lahko zapǐsemo z vsoto

σi =
∑
f

σfi. (3.4.8)

Možna in razmeroma enostavna (vendar ne edina!) izbira za atomsko enoto za gostoto energijskega
toka in atomsko enoto za gostoto svetlobnega toka je opisana v Dodatku A. V primeru takšne izbire
enot je zveza med amplitudo električnega polja in gostoto svetlobnega toka j0 = |E0|2/(8παω), če
upoštevamo, da je c = α−1, ε0 = (4π)−1. Atomska enota za jakost električnega polja znaša približno
5.14× 106 kV/cm, za gostoto svetlobnega toka približno 1.48× 1033 cm−2s−1, za gostoto energijskega
toka (I0 = ~ωj0) pa približno 6.44 × 1015 W/cm2. Delni absorpcijski presek za prehod iz |i〉 v |f〉 v
atomskih enotah je torej:

σfi = 4π2αω |〈f |
∑
j

ε̂εε · rrrj |i〉|2 ρf . (3.4.9)

Naloga. Atome helija vzbujamo z linearno polarizirano (ε̂εε = ẑzz) enobarvno UV svetlobo. Energija
fotonov znaša ~ω = 63.67 eV, kar je energija prehoda med osnovnim stanjem in dvojno vzbujenim
stanjem 3+ 1P o. Gostota energijskega toka vpadne svetlobe je 2× 106 W/cm2. Kolikšna je verjetnost
za vzbuditev na časovno enoto iz osnovnega stanja, če je reducirani matrični element za električni
dipolni prehod 〈3+‖D‖g〉 = 0.027 a.u., razpadna širina vzbujenega stanja pa znaša Γ3+ = 3.0× 10−4

a.u.? Upoštevaj, da je (
1 1 0
0 0 0

)
= − 1√

3
. (3.4.10)

Rešitev. Ker velja ~ω = E3+ − Eg, lahko hitro zapǐsemo absorpcijski presek za ta prehod:

σ = 4π2αω

(
1 1 0
0 0 0

)2

|〈3+‖D‖g〉|2 Γ3+/(2π)

0 + Γ2
3+
/4
≈ 0.35. (3.4.11)

Matrični element smo zapisali z Wigner-Eckartovim izrekom in vstavili ω ≈ 2.34 in α ≈ 1/137. Gostota
toka v atomskih enotah znaša

j0 ≈
1

ω

2× 106 W/cm2

6.44× 1015 W/cm2
≈ 1.33× 10−10. (3.4.12)

Verjetnost za prehod na časovno enoto je

w = σ j0 ≈ 4.65× 10−11, (3.4.13)

kar znaša v enotah SI (atomska enota za čas je približno 2.4189× 10−17 s):

4.65× 10−11/(2.4189× 10−17 s) ≈ 1.92× 106 s−1. (3.4.14)

3.5 O veljavnosti Fermijevega zlatega pravila

Opis prehodov med stanji s Fermijevim zlatim pravilom, s katerim opǐsemo verjetnost za prehod na
časovno enoto, je mogoč, kadar predstavlja vzbujanje z elektromagnetnim valovanjem šibko motnjo.
Vzbujanje s koherentno svetlobo, pri kateri je energija fotonov natanko enaka energijski razliki med
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izbranima stanjema |a〉 in |b〉 (~ω = Eb−Ea), je šibko, kadar je jakost sklopitve ~Ωba bistveno manǰsa
od večje izmed razpadnih širin stanj Γa in Γb:

~Ωba � Γa,Γb. (3.5.1)

Pri tem jakost sklopitve opǐsemo z Rabijevo frekvenco, ki jo definiramo kot

Ωba =
2

~
M abs

ba . (3.5.2)

Kadar je ~Ωba & Γa,Γb, opis z verjetnostjo na časovno enoto odpove. Kadar je ~Ωba � Γa,Γb,
pravimo, da je prehod saturiran (zasičen). V zadnjem primeru je zunanje polje tako močno, da se
atom ves čas nahaja v stanju, ki ga zapǐsemo kot superpozicijo stanj |a〉 in |b〉,

|Ψ(t)〉 = ca(t)e
−iEat/~|a〉+ cb(t)e

−iEat/~|b〉, (3.5.3)

nobeden od koeficientov ca(t) in cb(t) pa ni majhen. Njuni velikosti se s časom spreminjata približno
kot

|ca(t)|2 ≈ cos2(Ωbat+ ϕ), (3.5.4)

|cb(t)|2 ≈ sin2(Ωbat+ ϕ). (3.5.5)

Oscilacijam zasedenosti stanj, ki jih opǐsemo s |ca(t)|2 in |cb(t)|2, pravimo Rabijeve oscilacije. Za
interakcije atomov z močnimi, koherentnimi polji (laserji itd.) gl. [6, 7, 9–11].

3.6 Stimulirana emisija

Stimulirano emisijo opǐsemo popolnoma enako kot absorpcijo, le da nadomestimo matrični element
M abs

fi z matričnim elementom M em
fi .

3.7 Spontana emisija

Omenili smo že, da za obravnavo absorpcije in stimulirane emisije koherentne svetlobe ne potrebujemo
kvantnega opisa električnega in magnetnega polja. Kot že vemo, pa lahko atom v vzbujenem stanju
izseva foton in torej preide v stanje z nižjo energijo, čeprav prehoda ne povzročamo z zunanjim
poljem. Tak samodejni prehod iz vǐsjega v nižje ležeče stanje imenujemo razpad stanja; v primeru,
da gre za emisijo elektromagnetnega valovanja, pa govorimo o spontani emisiji. Opis spontane emisije
s klasičnim poljem je težaven, saj razloge za sam proces formalno pripǐsemo kvantnim fluktuacijam
elektromagnetnega polja (“fluktuacije vakuuma”). Te so prisotne, četudi se atom nahaja v povsem
praznem prostoru, v katerem ni nobenih polj. Rezultata tu zato ne bomo izpeljevali, ampak ga bomo
le navedli. O neoporečneǰsi, kvantni obravnavi elektromagnetnega valovanja in spontane emisije pa si
lahko preberemo v [4–7].

Verjetnost za prehod na časovno enoto iz začetnega stanja |i〉 v končno stanje |f〉 podaja za dipolni
operator v dolžinski obliki Dq = r1C

1
q (r̂rr1) + r2C

1
q (r̂rr2) + · · · naslednji izraz:

wfi = wf←i =
4α3

3

1∑
q=−1

(Ei − Ef )3 |〈f |Dq|i〉|2. (3.7.1)

Uporabili smo atomske enote, energiji začetnega in končnega stanja pa smo označili z Ei in Ef .
Energija fotonov, ki se izsevajo pri tem prehodu, je torej ω = Ei − Ef . Verjetnost za razpad je
sorazmerna tretji potenci frekvence fotonov, kar nas spomni na obravnavo sevanja električnega dipola
pri Fiziki I. Celotno verjetnost za razpad na časovno enoto dobimo tako, da seštejemo prispevke vseh
dostopnih končnih stanj:

wi =
∑
f

wfi. (3.7.2)
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Pri tem velja opomniti, da je v atomskih enotah verjetnost za prehod na časovno enoto kar enaka
razpadni širini (velja namreč Γfi = ~wfi in Γi = ~wi). Če razpada začetno stanje le sevalno, lahko
izračunamo njegov življenjski čas takole:

τi = 1/wi = ~/Γi. (3.7.3)

Kadar pa predstavljajo sevalni razpad le del celotne razpadne širine in velja Γtot
i = Γi+Γnr

i , izračunamo
življenjski čas kot:

τi =
~

Γtot
i

=
~

Γi + Γnr
i

. (3.7.4)

Kadar imamo opravka s prostim atomom (torej atomom, ki je v prostoru brez zunanjih polj),
so energije stanj neodvisne od projekcij celotne vrtilne količine MJi in MJf . V tem primeru lahko
uporabimo Wigner-Eckartov izrek in simetrijske lastnosti simbolov 3j, da dobimo:

Γi =
4α3

3 (2Ji + 1)

∑′

f

(Ei − Ef )3|〈f‖D‖i〉|2. (3.7.5)

Črtica označuje, da teče vsota po vseh kvantnih številih razen po MJf . Pri računanju s stanji,
zapisanimi v sklopitvi LS, nadomestimo Ji z Li, iz vsote pa izpustimo MLf . Za izračun delnih
razpadnih širin uporabimo:

Γfi ≡ Γf←i =
4α3

3 (2Ji + 1)
(Ei − Ef )3|〈f‖D‖i〉|2. (3.7.6)

Naloga. Izračunaj življenjski čas in energijsko širino stanj 2p v vodikovem atomu. Upoštevaj, da
lahko razpadajo stanja 2p le v stanje 1s. Radialni funkciji stanj 1s in 2p sta:

P1s(r) = 2re−r, (3.7.7)

P2p(r) =
1

2
√

6
r2e−r/2. (3.7.8)

Pri izračunu uporabi še: (
0 1 1
0 0 0

)
= − 1√

3
. (3.7.9)

Rešitev. Edino stanje, ki ima energijo nižjo kot stanja 2p, je stanje 1s (stanja 2p in 2s so v nerelativi-
stičnem približku degenerirana). Reducirani matrični element 〈1s‖D‖2p〉 = 〈1s‖rC1‖2p〉 je v primeru
enoelektronskega atoma preprosto kar:

〈1s‖rC1‖2p〉 =

∫ ∞
0

dr P1s(r)rP2p(r) · 〈0‖C1‖1〉 (3.7.10)

=
128

81

√
2

3
· (−1) ≈ −1.29. (3.7.11)

Uporabili smo enačbo (18c) z lista s formulami (Li = `i = 1, Lf = `f = 0) in upoštevali, da je za
α > 0 in za naravno število n ∫ ∞

0
dxxne−αx =

n!

αn+1
. (3.7.12)

Energiji stanj sta E1s = −1/2 in E2p = −1/8, tako da je E2p − E1s = 0.375. Ko upoštevamo, da je
α ≈ 1/137, dobimo:

Γ2p ≈ 1.516× 10−8. (3.7.13)

Atomska enota za energijo je približno 27.2114 eV, tako da je Γ2p ≈ 0.41 µeV. Življenjski čas v
atomskih enotah znaša

τ2p = 1/Γ2p ≈ 6.60× 107. (3.7.14)

Ko upoštevamo, da je atomska enota za čas približno enaka 2.4189 × 10−17 s, dobimo τ2p ≈ 1.60 ns.
Verjetnost za prehod na časovno enoto znaša w2p ≈ 6.27× 108 s−1.
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Dodatek A

Atomske enote

V tej zbirki uporabljamo Hartreejeve atomske enote, v katerih je e, ~,m = 1, 4πε0 = 1, c = 1/α.
Pri tem je e = |e| osnovni naboj, me masa elektrona, ε0 dielektrična konstanta vakuuma, c svetlobna
hitrost v vakuumu in α konstanta fine strukture. Najpogosteje uporabljene atomske enote, izražene s
količinami v mednarodnem sistemu enot, so podane v tabeli A.1.

količina simbol numerična vrednost enota

naboj e 1.60217653(14)× 10−19 As
masa m 9.1093826(16)× 10−31 kg
vrtilna količina ~ 1.05457168(18)× 10−34 Js

3.13566743(35)× 10−15 eV s
dolžina a0 = ~/(αmc) 0.5291772108(18)× 10−10 m
energija EH = e2/(4πε0a0) 4.35974417(75)× 10−18 J

27.2113845(23) eV
čas ~/EH 2.418884326505(16)× 10−17 s
hitrost (αc) a0EH/~ 2.1876912633(73)× 106 m s−1

električno polje EH/(e a0) 5.14220642(44)× 1011 V m−1

gostota magnetnega polja ~/(e a20) 2.35051742(20)× 105 T
gostota energijskega toka EH/(a

2
0 t0) 6.4364091(12)× 1019 W m−2

gostota toka delcev 1/(a20 t0) 1.476327242(10)× 1037 m−2 s−1

Tabela A.1: Atomske enote, izražene s količinami v mednarodnem sistemu enot. Negotovost za-
dnjih decimalnih mest je podana v oklepaju. Konstanta fine strukture znaša α = e2/(4πε0 ~c) =
7.297352568(24)× 10−3. Vrednosti so povzete po [12].
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Dodatek B

Zbirka formul

Zbirka formul je nastala predvsem na podlagi knjižice Brinka in Satchlerja Angular momentum [13]
ter Lindgrena in Morrisona Atomic many-body theory [2]. Za dodatna pojasnila gl. tudi Cowanovo
knjigo The theory of atomic structure and spectra [1].

B.1 Clebsch-Gordanovi koeficienti

|(j1j2)j3m3〉 =
∑
m1,m2

|j1m1j2m2〉(j1m1j2m2|j3m3) (B.1.1a)

|j1m1j2m2〉 =
∑
j3,m3

|(j1j2)j3m3〉(j1m1j2m2|j3m3) (B.1.1b)

Fazna konvencija Condona in Shortleya: koeficient (j1m1j2m2|j3m3) za m1 = j1 in m3 = j3 je realen
in nenegativen. Če to drži, so vsi Clebsch-Gordanovi koeficienti realni.

〈j1,m1, j2,m2|j3,−m3〉 = (−1)j1−j2−m3 [j3]
1/2

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
(B.1.2)

∑
j3,m3

(j1m1j2m2|j3m3)(j1m
′
1j2m

′
2|j3m3) = δm1,m′1

δm2,m′2
(B.1.3a)

∑
m1,m2

(j1m1j2m2|j3m3)(j1m1j2m2|j′3m′3) = δj3,j′3δm3,m′3
(B.1.3b)

(j1m1j2m2|j3m3) = (−1)j1+j2−j3〈j1,−m1, j2,−m2|j3,−m3〉 (B.1.4a)

= (−1)j1+j2−j3(j2m2j1m1|j3m3) (B.1.4b)

=
[j3]

1/2

[j2]1/2
(−1)j1−m1〈j1,m1, j3,−m3|j2,−m2〉 (B.1.4c)

=
[j3]

1/2

[j1]1/2
(−1)j2+m2〈j3,−m3, j2,m2|j1,−m1〉 (B.1.4d)

(jmj′m′|00) = (−1)j−m[j]−1/2δj,j′δm,−m′ (B.1.5a)

(jm00|j′m′) = δj,j′δm,m′ (B.1.5b)
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B.2 Simboli 3j(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
= (−1)j1−j2−m3 [j3]

−1/2〈j1,m1, j2,m2|j3,−m3〉 (B.2.1)

Vrednost simbola 3j se ne spremeni pri ciklični permutaciji stolpcev. Pri neciklični permutaciji se
vrednost pomnoži s faktorjem (−1)j1+j2+j3 .

∑
j3,m3

[j3]

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)(
j1 j2 j3
m′1 m′2 m3

)
= δm1,m′1

δm2,m′2
(B.2.2a)

∑
m1,m2

[j3]

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)(
j1 j2 j′3
m1 m2 m′3

)
= δj3,j′3δm3,m′3

(B.2.2b)

(
j1 j2 j3
−m1 −m2 −m3

)
= (−1)j1+j2+j3

(
j1 j2 j3
m1 m2 m3

)
(B.2.3)

(
j1 j2 j3
0 0 0

)
= 0, če je vsota j1 + j2 + j3 liha (B.2.4)

(
j j′ 0
m m′ 0

)
= (−1)j−m[j]−1/2δj,j′δm,−m′ (B.2.5a)(

j + 1/2 j 1/2
m −m− 1/2 1/2

)
= (−1)j−m−1/2

(
(j −m+ 1/2)

(2j + 2)(2j + 1)

)1/2

(B.2.5b)(
j + 1 j 1
m −m− 1 1

)
= (−1)j−m−1

(
(j −m)(j −m+ 1)

(2j + 3)(2j + 2)(2j + 1)

)1/2

(B.2.5c)(
j + 1 j 1
m −m 0

)
= (−1)j−m−1

(
2(j +m+ 1)(j −m+ 1)

(2j + 3)(2j + 2)(2j + 1)

)1/2

(B.2.5d)(
j j 1
m −m− 1 1

)
= (−1)j−m

(
2(j −m)(j +m+ 1)

(2j + 2)(2j + 1)(2j)

)1/2

(B.2.5e)(
j j 1
m −m 0

)
= (−1)j−m

m(
j(j + 1)(2j + 1)

)1/2 (B.2.5f)

B.3 Simboli 6j

Definicija (leva stran je neodvisna od M):

〈[(j1j2)J12j3]JM |[j1(j2j3)J23]JM〉 = (−1)j1+j2+j3+J [J12, J23]
1/2

{
j1 j2 J12
j3 J J23

}
, (B.3.1a)

〈[(j1j2)J12j3]JM |[(j1j3)J13j2]JM〉 = (−1)j2+j3+J12+J13 [J12, J13]
1/2

{
j1 j2 J12
J j3 J13

}
. (B.3.1b)

Vrednost simbola 6j se ne spremeni: (a) pri zamenjavi zgornje in spodnje vrstice; (b) pri zamenjavi
dveh stolpcev; (c) pri hkratni zamenjavi zgornje in spodnje vrednosti v dveh stolpcih.

∑
k

(−1)2k[k]

{
a b k
a b f

}
= 1 (B.3.2a)

∑
k

(−1)a+b+k[k]

{
a b k
b a f

}
= δf,0[a, b]

1/2 (B.3.2b)
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∑
k

[k, f ]

{
a b k
c d f

}{
a b k
c d g

}
= δf,g (B.3.2c)

∑
k

(−1)f+g+k[k]

{
a b k
c d f

}{
a b k
d c g

}
=

{
a d f
b c g

}
(B.3.2d)

V spodnjih enakostih je s = a+ b+ c:{
a b c
1 c− 1 b− 1

}
= (−1)s

(
s(s+ 1)(s− 2a− 1)(s− 2a)

(2b− 1)2b(2b+ 1)(2c− 1)2c(2c+ 1)

)1/2

(B.3.3a){
a b c
1 c− 1 b

}
= (−1)s

(
2(s+ 1)(s− 2a)(s− 2b)(s− 2c+ 1)

2b(2b+ 1)(2b+ 2)(2c− 1)2c(2c+ 1)

)1/2

(B.3.3b){
a b c
1 c− 1 b+ 1

}
= (−1)s

(
(s− 2b− 1)(s− 2b)(s− 2c+ 1)(s− 2c+ 2)

(2b+ 1)(2b+ 2)(2b+ 3)(2c− 1)2c(2c+ 1)

)1/2

(B.3.3c){
a b c
1 c b

}
= (−1)s+1 2

(
b(b+ 1) + c(c+ 1)− a(a+ 1)

)(
2b(2b+ 1)(2b+ 2)2c(2c+ 1)(2c+ 2)

)1/2 (B.3.3d)

{
j1 j2 j3
`1 `2 0

}
= (−1)j1+j2+j3 [j1, j2]

−1/2δj1,`2δj2,`1 (B.3.4)

Za dodatne relacije gl. [13].

B.4 Simboli 9j

Definicija (leva stran je neodvisna od M):

〈[(`1`2)L, (s1s2)S]JM |[(`1s1)j1, (`2s2)j2]JM〉 = [L, S, j1, j2]
1/2


`1 `2 L
s1 s2 S
j1 j2 J

 . (B.4.1)


j1 j2 j3
`1 `2 j′3
k k′ 0

 = (−1)j2+j3+l1+k[j3, k]−1/2
{
j1 j2 j3
`2 `1 k

}
δj3,j′3δk,k′ (B.4.2)

Za lastnosti simbolov 9j in dodatne relacije gl. [1, 2, 13].

B.5 Wigner-Eckartov izrek

〈γjm|tkq |γ′j′m′〉 = (−1)j−m
(

j k j′

−m q m′

)
〈γj‖tk‖γ′j′〉 (B.5.1)

B.5.1 Posebne vrednosti reduciranih matričnih elementov

〈γj‖1‖γ′j′〉 = (2j + 1)1/2 δγ,γ′δj,j′ (B.5.2a)

〈γj‖j‖γ′j′〉 =
(
j(j + 1)(2j + 1)

)1/2
δγ,γ′δj,j′ (B.5.2b)

〈`‖Ck‖`′〉 = (−1)` [`, `′]1/2
(
` k `′

0 0 0

)
(B.5.2c)

〈γ`‖∇‖γ′`′〉 = 〈`‖C1‖`′〉 〈〈γ`|
( d

dr
+
a``′

r

)
|γ′`′〉〉 (B.5.2d)

a``′ =

{
−`′ ; ` = `′ + 1

`′ + 1 ; ` = `′ − 1
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〈〈γ`|O|γ′`′〉〉 =

∫ ∞
0

dr r2Rγ`(r)ORγ′`′(r)

B.6 Sferne funkcije Ck
q

Ckq (r̂rr) ≡ Ckq (θ, φ) =

√
4π

[k]
Y k
q (θ, φ) (B.6.1a)(

Ckq (θ, φ)
)∗

= (−1)qCk−q(θ, φ) (B.6.1b)∫ (
Ckq (r̂rr)

)∗
Ck
′
q′ (r̂rr) dΩ =

4π

[k]
δk,k′δq,q′ (B.6.1c)∫

Caα(r̂rr)Cbβ(r̂rr)Ccγ(r̂rr) dΩ = 4π

(
a b c
α β γ

)(
a b c
0 0 0

)
(B.6.1d)

Caα(r̂rr)Cbβ(r̂rr) =
∑
c

(−1)γ [c]

(
a b c
α β −γ

)(
a b c
0 0 0

)
Ccγ(r̂rr) (B.6.2a)

∑
α,β

Caα(r̂rr)Cbβ(r̂rr)

(
a b c
α β −γ

)
= (−1)γ

(
a b c
0 0 0

)
Ccγ(r̂rr) (B.6.2b)

Pk(r̂rr1 · r̂rr2) =
k∑

q=−k
(−1)qCk−q(r̂rr1)C

k
q (r̂rr2) ≡ CCCk(r̂rr1) ·CCCk(r̂rr2) (B.6.2c)

Ck0 (θ, φ) = Pk(cos θ), velja Pk(±1) = (±1)k (B.6.3a)

Ckq (0, φ) = δq,0 (B.6.3b)∑
q

∣∣Ckq (θ, φ)
∣∣2 = 1 (B.6.3c)∑

k

[k]Ck0(θ, φ) = 2δ(cos θ − 1) (B.6.3d)

B.7 Matrični elementi tenzorskih operatorjev

Tenzorski produkt:

XK
Q =

{
tk1(1)uk2(2)

}K
Q

=
∑
q1,q2

(k1q1k2q2|KQ) tk1q1 (1)uk2q2 (2). (B.7.1)

〈(γ1j1γ2j2)J‖XK‖(γ′1j′1γ′2j′2)J ′〉 = [J,K, J ′]1/2〈γ1j1‖tk1‖γ′1j′1〉〈γ2j2‖uk2‖γ′2j′2〉


j1 j2 J
j′1 j′2 J ′

k1 k2 K

 (B.7.2)

Skalarni produkt tttk · uuuk (K = Q = 0, k1 = k2 ≡ k):

{
tk uk

}0
0

=
∑
q

〈k,−q, k, q|0, 0〉tk−qukq = (−1)k[k]−1/2
∑
q

(−1)qtk−qu
k
q ≡ (−1)k[k]−1/2 tttk · uuuk (B.7.3)
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B.7.1 Posebni primeri

I) uk2q2 = 1 = C0
0 (veljati mora K = k1){

tKC0
}K
Q

=
∑
q1

(Kq100|KQ) tKq1 = tKQ (B.7.4)

〈(γ1j1γ2j2)J‖tK‖(γ′1j′1γ′2j′2)J ′〉 = δγ2,γ′2δj2,j′2 (−1)j1+j2+J
′+K [J, J ′]1/2×{

j1 j2 J
J ′ K j′1

}
〈γ1j1‖tK‖γ′1j′1〉

(B.7.5)

II) tk1q1 = 1 = C0
0 (veljati mora K = k2){

C0uK
}K
Q

=
∑
q2

(00Kq2|KQ)uKq2 = uKQ (B.7.6)

〈(γ1j1γ2j2)J‖uK‖(γ′1j′1γ′2j′2)J ′〉 = δγ1,γ′1δj1,j′1 (−1)j1+j
′
2+J+K [J, J ′]1/2×{

j1 j2 J
K J ′ j′2

}
〈γ2j2‖uK‖γ′2j′2〉

(B.7.7)

III) skalarni produkt (K = Q = 0, k1 = k2 ≡ k)

〈(γ1j1γ2j2)JM |tttk · uuuk|(γ′1j′1γ′2j′2)J ′M ′〉 = δJ,J ′δM,M ′(−1)j
′
1+j2+J

{
j1 j2 J
j′2 j′1 k

}
×

〈γ1j1‖tk‖γ′1j′1〉〈γ2j2‖uk‖γ′2j′2〉
(B.7.8)

B.8 Wignerjeve rotacijske matrike D in d

Transformacije (α, β, γ – Eulerjevi koti):

P (α, β, γ)|jm〉 =
∑
m′

|jm′〉Dj
m′m(α, β, γ) (B.8.1a)

(
tkq
)′

= P (α, β, γ)tkqP
−1(α, β, γ) =

∑
q′

tkq′D
k
q′q(α, β, γ) (B.8.1b)

Dj
m′m(α, β, γ) = 〈jm′|Rz(α)Ry(β)Rz(γ)|jm〉 (B.8.2a)

= exp(−im′α) djm′m(β) exp(−imγ) (B.8.2b)

Rκ(φ) = exp(−iφJκ), κ = x, y, z (B.8.2c)

djm′m = 〈jm′|Ry(β)|jm〉 = 〈jm′| exp(−iβJy)|jm〉 (B.8.2d)

I) J ≡ S = 1/2, baza: {|1/2, 1/2〉, |1/2,−1/2〉}

ddd1/2(β) =

(
cos(β/2), − sin(β/2)
sin(β/2), cos(β/2)

)
(B.8.3)

Rotacija okrog poljubne osi n̂nn:

Rn̂nn(φ) = exp(−iSSS · n̂nnφ) =

(
cos φ2 − inz sin φ

2 , (−inx − ny) sin φ
2

(−inx + ny) sin φ
2 , cos φ2 + inz sin φ

2

)
(B.8.4)

II) J = 1, baza: {|1, 1〉, |1, 0〉, |1,−1〉}

ddd1(β) =


1
2(1 + cosβ), − 1√

2
sinβ, 1

2(1− cosβ)
1√
2

sinβ, cosβ, − 1√
2

sinβ
1
2(1− cosβ), 1√

2
sinβ, 1

2(1 + cosβ)

 (B.8.5)
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